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ABSTRACT
suppose that v is an inner product space. we know thatfor all u,v€u l(",r)l: l laj l l lvl lcos g, where
0 is canonical angle between two subspaces generated by v and u. In this pape,i we show
generalization oJ'this property in the standard generalized 2-inner product space. This generalization
goes as follows: Jbr all xrx2,yt,y2el4 l(x1,xrlypy,1,;:; lx,,xrl l lF,,/rl l f l  cos0,. where j=l or j=2.
Geometrically, llx,,xrll and llyryrJ) respectively represent the area oJ.'parallelogram spaned by {x,trl
and the area of parallelogram spaned by ly,yrl .The value o.f lcosgrrepresents the cosinus oJ'
angle between sp{x,sr\ and sp{yry,}.
Keyword : canonical angle, standard generalized 2-inner product, standard generalized 2-inner
product space.
1. PENDAIIULUAN
Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan real R.
Konsep hasi l  kal i  dalam-n yang diperumum
diperkenalkan oleh Trencevsky dan Melceslry sebagai
perumuman hasil kali dalam-n yang sebelumnya
diperkenalkan oleh'Misiak. Hasil kali dalam-z sendiri
adalah perumuman konsep hasil kali dalam yang telah
dikenal dan banyak dikaji.
Perumuman konsep hasil kali dalam menjadi
hasil kali dalam-n yang diperumun menginspirasi
pertanyaan: sejauh mana struktur dan sifat-sifat ruang
hasil kali dalam masih berlaku atau mempunyai
padanan di ruang hasil kali dalam-n yangdiperumum?
Paper ini mengkaji topik terkait pertanyaan itu, yang
dibatasi pada ruang hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar.
Salah satu kajian terkait hasil kali dalam yang
telah banyak dikenal adalah hubungan antara hasil kali
dalam dengan nonna vektor dan sudut kanonik antara
dua subruangyang dibangun vel<tor-vektor itu. Secara
persis, misalkan V adalah ruang hasil kali dalam yang
dilengkapi hasil kali dalam (-,-). Untuk setsap u,aeV
berlaku l(u,a)l=llullllallcos0. pada persamaan di atas,
llz I I dan I lal I berturut-turut merupakan norma vektor
u dut u sedangkan g merupakan sudut kanonik antara
subruang yang dibangun oleh a dan subruang yang
dibangun oleh a.
Dalam paper ini akan ditunjukkan bahwa
persamaan diatras memiliki padanan di ruang hasil kali
dalam-2 yang diperumum standar, yaitu ruang vektor
yang dilengkapi hasil kali dalam-2 yang diperumum
standar. Hasil kali dalam -2 y ang diperumum standar
sendiri merupakan hasil kali dalam-2 yang diperumum,
yang diinduksi oleh suatu hasil kali dalam. Untuk
sampai pada tujuan itu, akan diberikan kembali
sejumlah definisi dan teorema.
2. IIASIL IGLI DAI^AM-2
YANG DIPERUMUM DAN SUDT]T
I(ANONIK
Pada bagian ini akan dijelaskan kembali definisi
hasil kali dalam-2 yang diperumum dan sudut kanonik
antar dua subruang.
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Definisi 2.1. Misalkan Izadalah ruangvektor
atas lapangan real R dart dim(V)>2. Hasil kali dalam-2
yang diperumum adalah fungsi (-,-l-,-), IP*W-+R
yang memenuhi:
1. (u'urlu'ur) > 0 untuk setiap u'ureV dan
(u'urlu'ur) : 0 jika dan hanYa jika u, = ku,
untuk suatu ft€ R,.
2.  (u 'ur lu,ar l  = (a 'ar lu ' r r )  untuk set iaP
It, r,ll2'1) r,I)2ev.
3. Unfuk seI:ap u'u,a'ar.c€V dan a € R berlaku:
(au'ur lur, t t r)  = a(u'ur lu 'ur)  dan
(u r+c,u rlu'a r) = (u'u rla'u r) + (c,u rl u'u r) .
4.  (u 'ur la 'ur)  = -(u,ur lu, ,ur)  untuk set iaP
ut,u2,u/)2.eV.
5. Jika (u,urlu.,,ar) --0 dan (u'urlu'ar) = 0 maka
(u'urlu'ar) = 0 unhrk sebarang ,z.ev-
tr
Ruang vektor Vyangdilengkapi hasil kali dalam-
2yang diperumum disebut ruang hasil kali dalam-2
yang diperumum atau ruang preHi'Ibert-2. Salah satu
contoh hasil kali dalwn-2yang diperumum adalah hasil
kali dalam-2 yang diperumum yang diinduksi oleh hasil
kali dalam. Secara persis, untuk setsap u'u,u'ur.eV
didefinisikan
Hasil kali dalam-2 yang diperumum di atas
disebut dengan hasil kali dalam-2 yang di,perumum
standar. Selanjutnya untuk setiap u]t€V dtdefinisikan
: f=f .2. , . . . i - f )
(,,.u |,i.u,). =l,f 
.:;1 l,:.;]l
l l tt. t ' 1; =
Secara geometris lla,all menyatakan luas jajargenjang
yang dibangun oleh vektor u dan a.
Defrnisi 2.2. MisalkanL,M adalah subruang
dari ruang hasil kali dalam Z berdimensi z dan
0<dim (L\ =Isrn=dim ( M ) sn. Sudut+udut hanonik antara
Ldan M adalah
0s0r<0r< .. se,st
yang didefinisikan secara rekursif sebagai berikut:
cosg r= (oubr) = rnaal(a,b)l l lall = llrl l =
I,aeL,beIA
rr. r ' l  r .  r ')  .
cos ,= (onb,) = **{{u . r)lli ;;i= l; :
L.u' I  a,
. l l .h 'L h,
Untuk setiapT = 1,2,...,1pasangan vektor (a,,D,) disebut
f asangan a ektor kanonik.
n
Besar sudut kanonik adalah tunggal, namun
demikian pasangan vektor kanonik tidak' Sebagai
contoh, dalam kasus L = M terdapat tak hingga banyak
pasangan vektor kanonik, namun besar semua sudut
kanonik adalah 0.
3. HASIL UTAMA
Dalam subbab ini akan dibuktikan sebuah
teorema yang selanjutnya dapat dipandang sebagai
perluasan sifat l(z,a)l : llullllallcos0 yang berlaku di
ruang hasil kali dalam.
Teorema 3. 1. Misalkan V adalah ruang vektor
yang dilengkapi dengan hasil kali dalam-2 yang
diperumum standar d,an x.,firJ.,J"€ tr/ sedemikian
hingga splx,xr l  *  {0} dan sf ly 'yzl  *  {0}.  J ika
g 
r,g n-..,9,, i=\ alau j=1, adalah sudut-sudut kanonik
mtarasPlr'xrl dan sP{y,y },
maka | (r ur rly rx r) ) = llx'x rlllly rg rll i1 c os e,.
U
Bukti. Misalkan xrxzytJ2eZ sedemikian
hingga splr 'xr l  *  {0} dan sf lyrJzl* {0} serta
0 r,0 r,...,0,, i=7 atau j=2, adalah sudut-sudut kanonik
antara sflr{zl dan sp{y,yr}. Jika di,m(sb{xrlrl) = 1
makaxr= &*r untuk suatu ft€R. Akibatnya,
t  ,  , l ( .*, .r ,)(. ' , . . ' . ) l_l(. ' , . . . ,)  (r. tr) l\x,,x,tx,n,),= 1i.,. _ i (.,,.,,)l = l1t.. ..-, ) (il . ...')l
=k2(rpcr)-k '(r 'xr)  =0
ladi,llx'xrll = 0. Di lain pihak,
,,.. ,.. \ l(',..'',)(t..'',)l-l(.,..'',) (.r.'',)l1x,tc,tr'Jz),= l(1,. r, ) (r,..,,)l = l(",.,, XL, .., .)l
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= n(rp,) (x,;r)-(xut,) (r'yr)) = o
Dengan demikian, jika sudut kanonik antarasplrrgr!
dan sy' {y, y, } dinotasikan dengan 9,, maka diperoleh
l (x,rrly rgr),1 = 0 = lk,r rlllly rgrllcos i r.
Untuk kasus dltz(9ly,yrl) = 1, dengan cara
yang sama diperoleh |  (x,rr ly,yr)  
, l  = 0
llxscrllllyrst,llcrrdr. Di sini, g, merupakan sudutkanonik
antara splxrt"l dan sp{y,yr}.
Selanjutnya akan ditinjau untuk kasus
dim(splr'rrl) = 2, dan dirn(splyrstrD = 2. pada kasus
ini, terdapat dua sudut kanonik, misalkan 0 rdan 0r.
Notasikan a. = cos0,6an 9,= sin/, untuk setiap
ielr2l.
I(asus s|lrf,lr.rsplt,lrl = {0} Menurut [2],
terdapat basis ortonormal {u'url dari sp{r'rrl dan
himpunan ortonormal lu'urI sedemikian hingga
I u,u r,o r,u rl basis or tonormal dari sr' { r rg rl + sp ly rg rl dan
Iapr+p ru'aru,+p,url basis ortonormal dari splyry,l.
Dengan demikian,
rr= ),rrur+),r,u,
rr= Arrur+), ,ru,
!, = 6 rr(a ru r+ 9 ro r) + 6 rr(a rur+ p ra r)
!2 = d rr(a ru r+ 0 ra r) + 6 n(a zu z+ P 20 z,
.  . .(1)
...(2)
...(3)
...(4)
untuk suatu 2 ,r,1rr,) 'rr, tr22,t|  s,tf  p,621,rI22€ p.
Dengan mensubstitusikan persamaan (1) dan (2) itu
ke
(rs,v ;,),= lj''' t ) ('t'', )1.il *, ...,) (.*,..', )l '
didapatkan (r, x rV ; r), = ( ), rJ. n- A rrtr rr)r. Dengan
demikian, lk ;,ll=l ). r, A o- tr r, A rrl.
Selanjutnya dengan mensubstitusi persamaan
(3) dan (a) ke
/.'..',)(.'',..''.)l(l,,t|y*t,), = l)11. '  . . ' , ) ( . ' , . . ' . , )
serta memperhaulkan bahwa a.' + 0,' = 1 unfuk setiap
i e ll,2l, didapadsn U r,ily rt ), = 6 rrd o,-d,zd rr)2. ladr,
llyrsrrll : l,t,r.to-.lo.l"l. Selanjunrya perhatikan batrwa,
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(" r,Y r) = ( tr rru r+ )' rru * d 1r(a ru r+ P ro r) + d rr(a ru r+
Fr'))
= (),rrur+)rzu2,6 rra 1t.r+6 s0 rar+c\ rrarur+
6 rrQ4tr)
= A.rrd rra r+trrrd rrd,
(" r,y ) = ( )' tru r+ ) rSa 2,6 2r(a ru r+ p ra r) + 6 o(a ru r+
F'r))
- 
(), rru r+,7 r1t2,6 2ra p r+ 6 rr| ra r+d rra ra r+
cl rrQ rar)
= 2,116rrar+lrrdua,
(r,l rl = ( )' rru r+ ) o1a 2, 6 1r( a ru r+ p ro r) + 6 rr(a ra r+
Fra)l
= () ,  rru r+ tr  grd rra ru r+ g rrg r0 r+6 rra ru r+
c| rrQrar)
: 72rcl tra r+1u6 rro,
(r rJ rl = ( tr' rru r+ J o1a 2, d rr(a ru r+ p ra r) + cl o(a ru r+
0ro))
- 
( ), rru r+ J ou,tf ,ra pr r+ g 2r0 1) r+ cl ua ru r*
du0rur)
= )'rt6rrat+1u6rra,
Dengan demikian diperoleh,
l(.,..t;)(*,..t.,) l(rr$rlyrgr),= l);1.*,..ti )(.t,..r; )l
= l/"'4,o, + 2,14,4, i,,4,4, + 2,..t'a'l
lir,4,a, + 2rr4r4, ).rrtl rra, + .l..rt,.a. I
= (trrr6 rra r+.trrr6 ,ra S (trrr6 rra r+ Jr*l rra r)
- 
(tr 
,rd ,ra ,+ ). p6 nd ) (), ,16 ,ra ,+ tr nd ,ra 2)
= ). u),216 16 rrai + ), rl,n6 trd zrq rd z+ tr rrA 
^6 ,16 ,ra ,a ,+ )" rr)'rrd ,rd ,ra:- Arr),rrd ,, 6 ,,
a 
,t - ), ,r2 ud ,rd ,ra ,a ,- 7 ,rtr ,rd ,rli 2za ,a z-),rr),116 
,rli oa:
- 
tr rr), oa ra r(d 116 o-6 rrd 21)- tr rr), rra ra,
=-[; ;l l;; ],il
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(rI1,ri22-rI12d21)
= O, rJ. zz- ). D12L) (6 116 22-6 pct. 2r) a ra r .
Sehingga diperoleh,
|  (x,x r ly,y z l , l  : l  l  r rA rr-  T r j ,  r r l l  5 rrd zz-
<l ,2cl rrla ,a,
| (xraJl'lr) 
,l--llxt xrllllyrgrllcos 0 ,cos 0 ,
Kasus sPlx,xrlnsPUr,!rl = 17 dengan
dim(W)=\. Karena dim(' i l )=l maka coseft.
Selanjutnya menurut [2], terdapat basis ortonormal
lu'url dart splxrscrl dan himpunan ortonormal lt:rl
sedemikian hingga lu'ur,orl basis ortonormal dari
s|lx rgrl +s|ly1lrl dan lu' a ru r+ p p,) basis ortonormal
dari sp{y,yr}. Dengan demikian,
xr= ),rrur+)"rrtl,
xr= )"rrur+ )trru,
!, = r) rru r+ 6 rr(a ru r+ P ra r)
! 2 = 6 rru r+ 6 rr(a ru r+ F ra r)
. . .(5)
...(6)
. . .@
...(8)
untnk suahr 1 rr, 1 o, 1 r' A p,6 pd 12,11 2 ,.t, € R. Dengan
mensubstitusikan persamaan (5) dan (6) itu ke
11t,. 
.t, ) (-.,.-t.)l(r,,r,w,,41 ,: l[, ',:i ir: '*,'t '
didapatkan (x pt rlr p r), = ( I J. 2r- l rrtr rr)' . Dengan
demikian, llr *r rll=l ). rrA ; 7 rl, rrl.
SelanjutUzi, denganmensubstitusi (7) dan (8) ke
| /.,., . r., ) (1., .,,, )l(Y"Y'IYP') 
': l)'11.t',..t i  ) (1',..t ' , )
serta memperhatikan bahwa a;*f' = 1, didapatkan
(y'yrllr1r) 
,= 
(<f 
,,rirr-<f rrr)'r,)'' Jadi, llyr4ll = lrlrr/irr-
cI pdr,l. Selanjutnya perhatikan bahwa
(",,y, ) = ( ), rru r+ A rru r,6 rru r+ 6 rr(a ru r+ P P ))
= ( )' r ru r+'7 r;'t' r' 6 rrt't r+ 6 1, a ru r+ al rrQ 4) r))
= Arr<l n+trrrd rza,
(r'y r) = ( ). r ru r* ). rru, d rru r+ d o(a ru r+ P ra r))
= (trrrur+trr;tr'6 rrur+6 oa rur+fi oP Pr)
= trrr<lrr+)trr6rza,
(r yy r) = ( ), rru r+ tr np1 r,tl r ru r+ cl rr( a ru r+ P ra r) )
= \),rrur+ )S ,,6 ,rur+6 ,ra ,ur+g ,rB ,ar)
= trrrd ,r*tr"r6 rra,
@ r,Y ) = ( )' rru t+ tr rru 2, el r('t r+ $ rr(q ru r+ P ru r))
= ()'rrur+2ntrz,6 zllf d na rur+6 rr0 rur|
= Anclrr+)'rzdrraz
Dengan demikian diperoleh,
|  / t , . . t ' ,  
)  ( . t , .  
- t ' ,  )  |(r'r)yyyrl,= l)'-
11t,.,ti )(.t,.,t ',)l
_f i,,.t',, + )rrt,ra, ,1,,d., + ,1,r.)',,a.1
| i ,4,  + tr , r6,ra, i , ,4,  +i , r4,a, l
= (A rrd rr+ T 116 rra ) (7 rrct- rr+ tr rrd rra r)
-(1 ,rd ,r+ ), ,16 ,ra ,) (tr rrd ,r+ 2 rrcl ,ra ,)
= ), rrtr rrd yd rr+ A rr). 116 r1<l rra r+ tr rr2r,,f rr.I'
a r+ )'rrtrrrd ,16 rra:-)'rr)'21c1 61 2r-)' rrlrr'l ,,
6 ,ra ,- tr ,rtr216 1d 22a 2- tr ,rl rrcl ,r<| ,ra .
= ). rr), rra r(d yd 22- 6 pd 21) - ). rr), rra r(d-,,.t rr-
<Iprf 21)
= (1u1rr-).rr1.rr) (6 rrd rr-d rr<i rr) a, .
Dengan demikian, dengan mengingat a,=ldiperoleh
| (r  
' r  
r ly , ,y z) , l  =l  1 ,r l  , r -  t r  , r l  , r l  I  r i  r rr l  zz-
tl 116 rrla g 2
| (xrstrlyrstr) 
,l=llr'xrllllyrgrllcos 0 ,cos 0 ,
I(asus splr{zl = sfly'yrl. Misalkan lu,url
basis ortonormal dari splx'rrl. Karena s|lr;zl =
s|ly,;.zl, maka lu'ur) juga basis ortonornal dari
sf ly *y ) . Dengan demikian,
rr= ),rrur+),rru,
rr= Trrur+),rru,
t r= 6 nur+6 rrut
tr= drrur+6rru,
...(e)
. . .  (10)
. .. (11)
...(r2)
untuk suatu trrr,trrr,1rr,)trr,<S rr,6 r, rIrr,<ir,€ nx,.
Dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke
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l i  r .  r , ) ( ' , . * , ) l
\x*x"k. t_ ' ; ,=N,
rr . .  . . . , )  ( r  .  . , )  '
didapatlran (x..x rV 1 ), = ( ). .^ ). 
"- 
). u,t,)'?. Demikian pula
dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke
l1. r  
. . , , ) ( . '  . , , ) lo,,y,ry,y,), = li;, .',ii;, .,,)|
didapatkan (y,,yrly,yr), = (6,,rI22-<I,r<Ir,),. Jadi,
llx'r rll--l ). r, A o- 2,, 1, rl dan I ly, y, | | : | 6'rIzz-6 urlzr l.
Selain itu perhatikan bahwa sudut kanonik
antara sy'{r,;"f dan sp ly,yrl adalah cos O r= (u'u r) = |
dan cos 0 
"= 
(u'n.,). Dengan demikian,
l/.. 
..,., ) (..,..,,. )lqrr,r"Uyl"), = l)11.', . .'i ) (.', . -t', )l
= ( ), rrd r r+ ). rrc\ rr) ( ). 116 rr+ l rrd rr) - ( ). rrcl rr+
). rrd ,r) 0"116 ,r+ 1116 ,r)
= tr 116 rrtr rr<l zf 1 ,'li nI zzd rr+ tr 116 rr), 116 rr+
tr ,rd ,rtr 116 ,r- tr ,16 ,rA 116 ,r- ), ,16 ,rtr 116 ,,
-tr116 rrtrrr|.,r-).rrd rrltr"l 
'
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